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MATEMATICA NICA

INTRODUCAO

A prova de matematica da segunda fase do vestibular da UNICAMP é elaborada de forma a identificar
candidatos com boa capacidade de leitura de textos, tabelas e graficos, bom raciocinio abstrato e dominio dos
conteddos matematicos ministrados no ensino fundamental e no ensino médio. Ndo se deseja que o candidato
decore centenas de férmulas, mas que use seus conhecimentos e sua experiéncia para resolver questdes que,
frequentemente, abrangem mais de um tépico de matematica e fogem do padrao de exercicios apresentados
nos cursinhos. Também se espera dos candidatos que resolvam gquestdes relativas a assuntos de seu cotidiano,
formulando modelos matematicos que expressem corretamente os problemas apresentados.

Ao comentar a prova de matematica, tivemos a preocupagdo de apresentar estratégias alternativas de resolugao
das questdes. Assim, sempre que um item vier acompanhado de um apdéstrofo, como em a’ ou b’, uma maneira
diferente (e equivalente) de se obter a solucdo do problema é apresentada, com o intuito de enriquecer o
aprendizado dos leitores. Outras formas de resolver os problemas aparecem nos exemplos acima da média
reproduzidos neste caderno. J& os exemplos abaixo média ilustram erros comuns cometidos pelos candidatos.
Sugestdes sobre o que nao se deve fazer ao responder as questbes da prova de matematica sado dadas, algumas
delas com base nos exemplos acima da média, para mostrar aos candidatos os deslizes que eles devem evitar ao
responder as questoes.

1. O transporte de carga ao porto de Santos é feito por meio de rodovias, ferrovias e dutovias. A tabela abaixo
fornece alguns dados relativos ao transporte ao porto no primeiro semestre de 2007 e no primeiro semestre de
2008, indicando claramente o aumento da participacdo percentual do transporte ferroviario nesse periodo. Com
base nos dados da tabela, responda as questbes abaixo.

_ Participacao no total Carga transportada
Meio de transportado ao porto (em milhées de toneladas)
transporte
2007 2008 2007 2008
Ferroviario 18 % 24 % 6,8 8.8
Rodoviario 77 % 29,1
Dutoviario

a) Determine a carga total (em milhdes de toneladas) transportada ao porto no primeiro semestre de 2007.
Calcule também quantas toneladas foram transportadas por dutos no primeiro semestre de 2007.

b) Sabendo que, no primeiro semestre de 2008, foram transportadas por rodovias 2,7 milhées de toneladas a
menos do que o valor registrado pelo mesmo meio de transporte no primeiro semestre de 2007, calcule a
participacao percentual do transporte rodoviario no primeiro semestre de 2008.

a) (2 pontos)

Se 6,8 milhdes de toneladas correspondem a 18% do total transportado, entdo 100% correspondem a 6,8/0,18
~ 37,8 milhdes de toneladas.

No primeiro semestre de 2007, foram transportadas por dutos 37,8 — 6,8 — 29,1 = 1,9 milhao de toneladas.

Resposta: No primeiro semestre de 2007, a carga transportada ao porto de Santos foi de
aproximadamente 37,8 milhGes de toneladas, das quais 1,9 milhao foram transportadas por dutos.

a’)

Se 29,1 milhdes de toneladas correspondem a 77% do total transportado, entdo 100% correspondem a
29,1/0,77 ~ 37,8 milhdes de toneladas.

No primeiro semestre de 2007, o transporte dutoviario teve uma participacdo de 100 - 18 - 77 = 5% do total
transportado ao porto. Assim, foram transportadas 37,8 x 0,05 =~ 1,9 milhao de toneladas por dutos.

Resposta: No primeiro semestre de 2007, a carga transportada ao porto de Santos foi de
aproximadamente 37,8 milhoes de toneladas, das quais 1,9 milhao foram transportadas por dutos.
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b) (2 pontos)

No primeiro semestre de 2008, foram transportadas 29,1 — 2,7 = 26,4 milhdes de toneladas de carga. Se 8,8
milhdes de toneladas correspondem a 24% do total transportado, entdo 26,4 milhdes de toneladas
correspondem a 26,4 x 24 /8,8 = 3 x 24 = 72% da carga total.

Resposta: No primeiro semestre de 2008, o transporte de 72% da carga enviada ao porto de Santos foi
feito por rodovias.

b’)

No primeiro semestre de 2008, foram transportadas 29,1 — 2,7 = 26,4 milhdes de toneladas de carga. Se 8,8
milhées de toneladas correspondem a 24% do total transportado, entdo a carga transportada nesse periodo é
igual a 8,8/0,24 ~ 36,7 milhdes de toneladas. Assim, o percentual transportado por rodovias corresponde a 26,4
x 100/ 36,7 ~ 72% do total.

Resposta: No primeiro semestre de 2008, o transporte de 72% da carga enviada ao porto de Santos foi
feito por rodovias.
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Essa questdo, a mais simples da prova, envolve a andlise de uma tabela, o uso da regra de trés, o célculo de
porcentagens e a manipulacdo de nimeros decimais.

Na prova acima da média, o candidato forneceu as respostas certas, tendo usado mais casas decimais do que o
necessario ao calcular a carga transportada por dutos (se a tabela contém dados com uma casa decimal, ndo ha
necessidade de usar mais casas na resposta).

No exemplo abaixo da média, o candidato disse nao ter havido transporte dutoviario em 2007, apesar de a soma
dos percentuais associados ao transporte rodoviario e ferrovidrio ndo ser igual a 100. Além disso, no item b, o
candidato fez a regra de trés mesclando dados de 2007 e de 2008, um erro muito comum nesta questdo. Os
erros em contas e a extracdo de dados errados da tabela foram as razdes mais comuns para a perda de pontos
entre os vestibulandos.

E bom lembrar, também, que questées como essa exigem que o candidato confira se os valores que obteve sdo
compativeis com os dados fornecidos. Assim, se a carga transportada por dutos for muito grande (envolvendo
centenas de milhdes de toneladas) ou muito pequena (equivalendo a alguns poucos quilogramas), é provavel
gue algum erro tenha ocorrido na leitura do problema ou na execucado de alguma conta. Neste caso, conferir as
respostas é uma boa estratégia para evitar dissabores.

2. Uma lampada incandescente de 100 W custa R$ 2,00. J4 uma lampada fluorescente de 24 W, que é capaz
de iluminar tdo bem quanto a l&mpada incandescente de 100 W, custa R$ 13,40. Responda as questdes abaixo,
lembrando que, em uma hora, uma lampada de 100 W consome uma quantidade de energia equivalente a 100
Wh, ou 0,1 kWh. Em seus célculos, considere que 1 kWh de energia custa R$ 0,50.

a) Levando em conta apenas o consumo de energia, ou seja, desprezando o custo de aquisicdo da lampada,

determine quanto custa manter uma lampada incandescente de 100 W acesa por 750 horas. Faca o0 mesmo
calculo para uma lampada fluorescente de 24 W.
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b) Para iluminar toda a sua casa, Jodo comprou e instalou apenas lampadas fluorescentes de 24 W. Fernando,
por sua vez, comprou e instalou somente lampadas incandescentes de 100 W para iluminar sua casa.
Considerando o custo de compra de cada lampada e seu consumo de energia, determine em quantos dias
Fernando tera gasto mais com iluminacao que Jodo. Suponha que cada lampada fica acesa 3 horas por dia.
Suponha, também, que as casas possuem o mesmo numero de lampadas.

a) (2 pontos)

Para manter a lampada incandescente acesa por 750 horas, gasta-se 750 x 0,1 x 0,5 = R$ 37,50 com o consumo
de energia.

Ja para manter a lampada fluorescente acesa pelo mesmo periodo, gasta-se 750 x 0,024 x 0,5 = R$ 9,00.

Resposta: O gasto com a lampada incandescente atinge R$ 37,50, enquanto o gasto com a lampada
fluorescente é igual a R$ 9,00.

b) (2 pontos)

Se d é o numero de dias transcorridos desde a compra das lampadas, podemos dizer que o gasto de Jodo com
cada ponto de luz da casa é dado por J(d) = 13,4 + 0,5 x 0,024 x 3d = 13,4 + 0,036d. J4 o gasto de Fernando
com cada ponto de luz é dado por F(d) =2 + 0,5x 0,1 x3d =2 + 0,15d.

Considerando J(d) < F(d), obtemos 13,4 + 0,036d < 2 + 0,15d, ou (0,15 — 0,036)d > (13,4 — 2), ou ainda
0,114d > 11,4. Logo, d > 11,4/0,114 = 100.

Resposta: Depois de 100 dias, Fernando tera gasto mais com iluminacao do que Joao.

Q0036 + 1834 =016 4+ 2
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Esta questdo envolve a formulacdo de duas funcbes lineares afins, bem como a manipulacdo de uma
desigualdade envolvendo essas funcoes. No exemplo acima da média, o candidato acerta as respostas, apesar de
nao trabalhar explicitamente com a desigualdade no item b. Além disso, sua resposta seria mais precisa se
dissesse que Fernando teria gasto mais que Jodo depois de transcorridos mais de 100 dias, em lugar de 101 dias.
No exemplo abaixo da média, o vestibulando erra o item a por considerar que TkWh equivale a 100Wh. Ja no
item b, o erro cometido é ainda maior, uma vez o nimero de lampadas é usado apenas no célculo do custo de
aquisicao das mesmas, mas nao no consumo de energia das casas (observe que o termo x aparece multiplicado
apenas pelos precos das lampadas na equacao 13,4.x + 3.0,12.y = 2.x + 3.0,5.y). Em sequida, para conseguir
resolver o problema, o candidato faz a varidvel x desaparecer, obtendo a equacdo 13,4+0,36y = 2+1,5y. Essa
sucessao de erros, alids, muito frequentes, fez com que seu desempenho na questdo ndo fosse bom.
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3. Em uma bandeja retangular, uma pessoa dispds brigadeiros formando n colunas, cada qual com m
brigadeiros, como mostra a figura abaixo. Os brigadeiros foram divididos em dois grupos. Os que estavam mais
préoximos das bordas da bandeja foram postos em forminhas azuis, enquanto os brigadeiros do interior da
bandeja foram postos em forminhas vermelhas.

j¢———— n colunas ——

e - €0 .
genda

.. B . .. . .

s o o L. m brigadeiros forminhas azuis

por coluna )
. forminhas vermelhas

a) Sabendo que m = 3n/4 e que a pessoa gastou o mesmo numero de forminhas vermelhas e azuis, determine
0 numero de brigadeiros da bandeja.

b) Se a pessoa compra a massa do brigadeiro ja pronta, em latas de 1 litro, e se cada brigadeiro, antes de
receber o chocolate granulado que o cobre, tem o formato de uma esfera de 2 cm de didametro, quantas
latas ela tem que comprar para produzir 400 brigadeiros? (Dica: lembre-se de que 1 litro corresponde a
1000 cm?))

a) (2 pontos)

O numero de forminhas azuis é igual a F, = 2n + 2(m — 2) = 2n + 2m — 4. J4 o numero de forminhas vermelhas é
iguala F,=(n—-2)m—-2)=nm-2m-2n+4.

Igualando as duas expressoes, obtemos 4n + 4m — mn — 8 = 0. Como m = 3n/4, temos 7n — 3n’/4 - 8 = 0, ou
3n°-28n + 32 = 0. Usando a férmula de Baskara, obtemos

28++/28° -4.3.32 28+20

2.3 6

Assim, n = 8 ou n = 4/3. Como n deve ser um numero inteiro, concluimos que n = 8 e m = 3x8/4 = 6, de modo
que a bandeja tem 6x8 = 48 brigadeiros.

Resposta: A bandeja tem 48 brigadeiros.

a’)

O numero de forminhas vermelhas é igual a f, = (n — 2)(m — 2) = nm — 2m — 2n + 4. J4 o numero de forminhas
azuis é a metade do numero total de forminhas, ou seja, F, = nm/2.

Igualando as duas expressées, obtemos nm/2 —2m - 2n + 4 = 0. Como n = 4m/3, temos 2m’/3 — 14m/3 -4 = 0,
oum’-7m+ 6 = 0. Usando a formula de Baskara, obtemos

74477 -46 745

m

2 2

Assim, m =6 oum = 1. No primeiro caso, n = 4.6/3 = 8. No segundo caso, n = 4.1/3 = 4/3. Como n deve ser um
ndmero inteiro, concluimos que n = 8 e m = 6, de modo que a bandeja tem 6x8 = 48 brigadeiros

Resposta: A bandeja tem 48 brigadeiros.
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b) (2 pontos)
Cada brigadeiro tem 1 cm de raio. Assim, sem contar o chocolate granulado, o volume de um brigadeiro é igual

a4nr/3 = 4n/3 = 4x3,14/3 =~ 4,19 cm’.

Logo, somando os 400 brigadeiros, obtemos um volume total aproximado de 400x4,19 = 1676 cm’. Como
1 litro corresponde a 1000 cm’, 400 brigadeiros correspondem a cerca de 1676/1000 = 1,676 litros. Portanto, é
necessario comprar 2 latas da massa pronta.

Resposta: A pessoa tem que comprar 2 latas da massa de brigadeiro.
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O item a dessa questao envolve a representacdo do numero de forminhas azuis em vermelhas da bandeja como
funcao das incdgnitas m e n, bem como a resolucdo de uma equacdo do segundo grau para determinar o
numero total de forminhas. O item b envolve o célculo do volume de uma esfera de diametro conhecido e a
conversdo de cm’ para litros, para a determinacao do nimero necessario de latas de massa de brigadeiro.

Apesar do contetdo simples, mais de 40% dos candidatos tiraram nota zero na questdo, a maioria por deixa-la
em branco. Dentre os erros mais comuns, destacam-se a contagem errada do nUmero de brigadeiros, o
desconhecimento da férmula de Béskara e o calculo incorreto do volume do brigadeiro. Muitos candidatos
também perderam os pontos do item a por fornecerem diretamente os valores m = 6 e n = 8, sem descrever
como eles foram obtidos.

O Unico sendo do exemplo acima da média é o uso da aproximagdo « =~ 3, ja que seria preferivel utilizar uma
aproximacdo com mais casas decimais, como 3,14. Ja no exemplo abaixo da média, o candidato considera
erroneamente que m = n— 1, obtendo n =4 e m = 3 no item a. No item b, a férmula usada para calcular o
volume da esfera é V = A, .h = 2xr’.2, expresséo que nem sequer é quando os brigadeiros s&o cilindricos.

4. Trés candidatos A, B e C concorrem & presidéncia de um clube. Uma pesquisa apontou que, dos socios
entrevistados, 150 ndo pretendem votar. Dentre os entrevistados que estdo dispostos a participar da eleicao, 40
socios votariam apenas no candidato A, 70 votariam apenas em B, e 100 votariam apenas no candidato C. Além
disso, 190 disseram que nao votariam em A, 110 disseram que nao votariam em C, e 10 sécios estdo na duvida
e podem votar tanto em A como em C, mas ndo em B. Finalmente, a pesquisa revelou que 10 entrevistados
votariam em qualquer candidato. Com base nesses dados, pergunta-se:

a) Quantos socios entrevistados estdo em duvida entre votar em B ou em C, mas nao votariam em A? Dentre
0s sécios consultados que pretendem participar da eleicdo, quantos ndo votariam em B?

b) Quantos socios participaram da pesquisa? Suponha que a pesquisa represente fielmente as intencoes de
voto de todos os sécios do clube. Escolhendo um sécio ao acaso, qual a probabilidade de que ele va
participar da eleicdo mas ainda nao tenha se decidido por um Unico candidato?

(Sugestao: utilize o diagrama de Venn fornecido abaixo)
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a) (2 pontos)

O diagrama ao lado fornece as informagdes que podem ser
extraidas do enunciado. Como se vé, o nimero de soécios
que poderiam votar em B ou em C, mas ndo em A, é dado
por [BNCn(—A)| = 190 - 70 — 100 = 20.

Por outro lado, o numero de sécios que pretendem
participar da eleicdo mas nao votariam em B é dado por
|[AUC| = JANB| = BNC(—A)| =40 + 10 + 100 = 150.

Resposta: 20 sécios estao em duvida entre os
candidatos B e C, mas nao votariam em A. Dentre os
socios que pretendem participar da eleicao, 150 nao
150 votariam no candidato B.

b) (2 pontos)

O numero de entrevistados é igual a 150 + 40 + 70 + 100 + 0 + 10 + 20 +10 = 400. O numero de entrevistados
em duvida é igual a [ANC(=B)| + |JANBN(=C)| + [BNC(—=A)| + [ANBNC| =10 + 0 + 20 + 10 = 40.

Assim, se escolhermos um dos 400 entrevistados ao acaso, a probabilidade de ele ainda ndo ter decidido em
qual candidato ira votar é igual a 40/400 = 0,1. Como a pesquisa reflete fielmente a realidade, a probabilidade
de um sécio ainda nao ter decidido em quem votar é igual a 0,1, ou 10%.

Resposta: A probabilidade de um sécio nao ter escolhido ainda o seu candidato é igual a 0,1, ou 10%.

b’)

O numero de entrevistados é igual a 150 + 40 + 70 + 100 + 0 + 10 + 20 +10 = 400. O numero de entrevistados
em duvida é igual a |JANCA(=B)| + |JAMBN(—=C)| + IBNC(—A)| + |JANBNC| =10+ 0 + 20 + 10 = 40.
Escolhendo-se um dos entrevistados ao acaso, a probabilidade de que ele participe da eleicdo é igual a 250/400.
Considerando, agora, apenas os entrevistados que participardo da eleicdo, a probabilidade de que um deles,
escolhido ao acaso, esteja em duvida é igual a 40/250. Assim, se escolhermos um dos sécios ao acaso, a
probabilidade de ele ainda nao ter decidido em qual candidato ird votar é igual a (250/400).(40/250) = 0,1.
Como a pesquisa reflete fielmente a realidade, a probabilidade de um sécio ainda nao ter decidido em quem
votar éigual a 0,1, ou 10%.

Resposta: A probabilidade de um sécio nao ter escolhido ainda o seu candidato é igual a 0,1, ou 10%.
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Questdo classica sobre unido e intersecdo de conjuntos e sobre probabilidade, que também exigiu dos
candidatos uma boa capacidade de articular idéias com base nas informagdes descritas no enunciado. Na prova
abaixo da média, o vestibulando anotou o valor 190 na regido do diagrama associada a intersecao dos conjuntos
B e C, e 110 na intersecdo dos conjuntos A e B, obtendo respostas erradas nos dois itens da questao. O exemplo
acima da média mostra uma resposta muito bem apresentada, com diagramas que abrangem todas as situacoes
previstas na questao.

5. Duas locadoras de automoveis oferecem planos diferentes para a diaria de um veiculo econémico. A
locadora Saturno cobra uma taxa fixa de R$ 30,00, além de R$ 0,40 por quilébmetro rodado. Ja a locadora
Mercurio tem um plano mais elaborado: ela cobra uma taxa fixa de R$ 90,00 com uma franquia de 200 km, ou
seja, o cliente pode percorrer 200 km sem custos adicionais. Entretanto, para cada km rodado além dos 200 km
incluidos na franquia, o cliente deve pagar R$ 0,60.

a) Para cada locadora, represente no grafico abaixo a funcdo que descreve o custo diario de locacdo em termos
da distancia percorrida no dia.

b) Determine para quais intervalos cada locadora tem o plano mais barato. Supondo que a locadora Saturno va
manter inalterada a sua taxa fixa, indique qual deve ser seu novo custo por km rodado para que ela,
lucrando o méaximo possivel, tenha o plano mais vantajoso para clientes que rodam quaisquer distancias.
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a) (2 pontos)
As funcdes que descrevem o custo diario de 180
locacgo em funcdo de d, a distancia
percorrida por dia, sao:

—_
o)
[

C.(d) =30+0,4d.
90, se d<200;
Cm( >:

90 +0,6(d —200), se d>200.

Custo de locagdo (RF)
]
_

&0

Essas funcdes estdo representadas no grafico
ao lado.

i i i i i i i
i 50 100 150 200 250 300 350 400
Distdncia percorrida (km)
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b) (2 pontos)

Para encontrar o primeiro ponto de
intersecdo das curvas, resolvemos a equagao
30 + 0,4d = 90. Neste caso, d = 60/0,4 =
150 km.

O segundo ponto de intersecao é dado pela
solucao de 30 + 0,4d = 90 + 0,6(d — 200).
Simplificando esta equacdo, obtemos 0,2d =
60, de modo que d = 300. Como se observa,
para 150 < d < 300, a locadora Mercurio é a
mais barata. Nos outros intervalos a Saturno
tem o plano mais barato.

Para que a locadora Saturno obtenha o
maior lucro possivel e seja sempre a mais
vantajosa, é necessario que a curva que
descreve seu custo passe pelo ponto (200,
90), como mostra o grafico ao lado.
Suponha, entdo, que C seja seu Novo custo
por quildbmetro. Neste caso, devemos ter 30
+200c = 90, ou ¢ = 60/200 = R$ 0,30.
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Resposta: A locadora Mercurio é a mais barata para distancias maiores que 150 km e menores que 300
km. Para distancias menores que 150 km ou maiores que 300km, a Saturno é a mais barata. Para que
seja sempre a mais vantajosa, a locadora Saturno deve cobrar R$ 0,30 por quildmetro rodado.
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O primeiro item desta questdo envolvia o tracado do grafico de duas fungdes simples, uma das quais definida
por partes. Ja o item b exigia do candidato a capacidade de determinar o coeficiente angular de uma reta para
que esta interceptasse outra curva em apenas um ponto.

O tracado cuidadoso das fungdes era um requisito para que o candidato obtivesse os pontos desejados na
questao, pois um erro, ainda que modesto, na inclinacdo de uma das retas, além de comprometer a resposta do
item a, era suficiente para que os intervalos pedidos no item b ficassem incorretos.

No exemplo acima da média, ao responder ao item b, aparentemente o candidato cometeu um pequeno
engano ao escrever f(x) = 30 + kx e tomar k = 200 para obter x = 0,3. Neste caso, o natural seria tomar x = 200
para determinar k = 0,3, ja que f(x) define o custo de locacdo em funcao da distancia total percorrida. Por outro
lado, o candidato apresenta corretamente no grafico a reta usada na obtencdo do coeficiente angular,
justificando a resposta encontrada.

No exemplo abaixo da média, a curva da locadora Merclirio tem dois segmentos de reta com inclinagdes
diferentes a partir dos 200 km. Além disso, a curva da Locadora saturno comeca na origem e nao é uma reta.

6. m casal convidou seis amigos para assistirem a uma peca teatral. Chegando ao teatro, descobriram que, em
cada fila da sala, as poltronas eram numeradas em ordem crescente. Assim, por exemplo, a poltrona 1 de uma
fila era sucedida pela poltrona 2 da mesma fila, que, por sua vez, era sucedida pela poltrona 3, e assim por
diante.

a) Suponha que as oito pessoas receberam ingressos com numeracao consecutiva de uma mesma fila e que os
ingressos foram distribuidos entre elas de forma aleatéria. Qual a probabilidade de o casal ter recebido

ingressos de poltronas vizinhas?

b) Suponha que a primeira fila do teatro tenha 8 cadeiras, a segunda fila tenha 2 cadeiras a mais que a
primeira, a terceira fila tenha 2 cadeiras a mais que a segunda e assim sucessivamente até a Ultima fila.
Determine o nimero de cadeiras da sala em funcdo de n, o nimero de filas que a sala contém. Em seguida,
considerando que a sala tem 144 cadeiras, calcule o valor de n.
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a) (2 pontos)

Existem C,, = 8x7/2 = 28 pares diferentes de ingressos que podem ser dados para o casal. Dentre esses pares de
ingressos, existem exatamente 7 que correspondem a cadeiras vizinhas. Assim, a probabilidade de o casal ter
recebido um par de ingressos de cadeiras vizinhas é igual a 7/28 = 1/4, ou 25%.

Resposta: A probabilidade de o casal ter recebido ingressos consecutivos é de 1/4, ou 25%.

a’)

Existem P, = 8! maneiras diferentes de distribuir 8 ingressos entre 8 pessoas. Dessas formas de distribuir os
ingressos, o casal recebe bilhetes consecutivos em P,.P, = 21.7! dos casos. Assim, a probabilidade de o casal ter
recebido um par de ingressos de cadeiras vizinhas é igual a 2!.71/8! = 1/4, ou 25%.

Resposta: A probabilidade de o casal ter recebido ingressos consecutivos é de 1/4, ou 25%.

b) (2 pontos)
O nUmero de cadeiras na fila k é igual a ¢, = 6 + 2k. Somando o nimero de cadeiras das n filas, obtemos

0 n(8 +6+2n)

Z’Ck =>(6+2k)=

k=1
144 = 0. Usando a formula de Baskara, obtemos

~7%~77 +4.1.144 -7+25

n= =
2.1 2

=7n+n?. Se o teatro tem 144 cadeiras, entdo 7n + n’ = 144, ou n’ + 7n —

Assim, n=-16 oun=9. Como n > 0, o teatro tem 9 filas.

Resposta: O teatro tem n’ + 7n cadeiras. Se ha 144 cadeiras, estas estdo dispostas em 9 filas.
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Essa questdao mescla combinatéria, probabilidade e progressdo aritmética, contetddos tradicionais do ensino
médio, em um problema do cotidiano. A interpretacdo correta dos dados fornecidos e dos resultados obtidos
talvez seja o ponto mais dificil da questao.

O exemplo acima da média mostra uma alternativa engenhosa para se obter a resposta do item a, apresentada,
infelizmente, sem muita explicacdo. Para descrever corretamente essa resposta, consideremos que um dos
membros do casal decida sentar-se na primeira das 8 poltronas disponiveis, ou seja, na poltrona correspondente
ao ingresso de numero mais baixo. Neste caso, sobram sete lugares para o segundo membro do casal, sendo
apenas um deles vizinho ao assento do primeiro membro. Suponhamos, agora, que o primeiro membro do casal
escolha a segunda das 8 poltronas. Neste caso, sobram apenas seis lugares para o sequndo membro, pois o
sétimo lugar j& foi considerado na analise anterior. Mais uma vez, desses lugares, apenas um € vizinho a poltrona
do primeiro membro do casal. Podemos prosseguir com essa analise até considerar a situacdo na qual o primeiro
membro do casal senta-se na sétima cadeira disponivel. Assim, concluimos que ha 7+6+5+4+3+2+1 = 28
poltronas para acomodar o segundo membro, das quais 7 sdo vizinhas ao seu parceiro, de modo que a
probabilidade pedida é igual a 7/28, ou 25%.

Dentre os erros mais comuns no item a, destacamos aquele apresentado no exemplo abaixo da média, em que o
candidato considera que ha 8 poltronas para atribuir a 2 pessoas, de modo que a probabilidade é igual a 2/8 =
0,25. Este é um caso tipico de resposta que, apesar de coincidir com o valor correto, ndo é aceita. Outros valores
incorretos fornecidos pelos vestibulandos foram 71/8!, 28% (ja que C,, = 28) e 56% (uma vez que A, , = 56).

No item b, o erro mais frequente foi a adocao de expressdes incorretas para o termo geral ou para a soma dos
termos da progressao aritmética.
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7. O sistema de ar condicionado de um 6nibus quebrou durante uma viagem. A funcdo que descreve a
temperatura (em graus Celsius) no interior do 6nibus em funcdo de t, o tempo transcorrido, em horas, desde a
quebra do ar condicionado, é T(t) = (T, - T,,).10™ + T_,, onde T, é a temperatura interna do 6nibus enquanto a

refrigeracdo funcionava, e T,, é a temperatura externa (que supomos constante durante toda a viagem).
Sabendo que T, =21°C e T, = 30°C, responda as questdes abaixo.

a) Calcule a temperatura no interior do 6nibus transcorridas 4 horas desde a quebra do sistema de ar
condicionado. Em seguida, esboce abaixo o grafico de T(t).

b) Calcule o tempo gasto, a partir do momento da quebra do ar condicionado, para que a temperatura subisse
4°C. Se necessario, use log,,2 ~ 0,30, log,,3 ~ 0,48 e log,, 5 ~ 0,70.

22 : ; i ! !
Dl s oy o i e e R e A T S A e RIA T R J

o ; 5 : : :
?_’25_ ............. ............... .............. ............... ............... e

— : : ; ,
20_ ............... ............. N

15 1 1 | | 1
1 2 3 4 5 B

t th)
35 ! . . ! ; a) (2 pontos)

Passadas 4 horas da quebra do aparelho de
ar condicionado, a temperatura dentro do
onibus era igual a T(4) = 30 — 910" =
29,1°C.

O grafico da funcao T(t) é apresentado ao
lado. Como se observa, a funcdo vale 21
guando t = 0 e se aproxima de 30 a medida
que t cresce.

Resposta. Quando t = 4 h, a
temperatura atingiu 29,1°C. O grafico
de T(t) é dado ao lado.

b) (2 pontos)

0 instante desejado é aquele no qual T(t) = 21 + 4 = 25°C, ou seja, precisamos determinar t, tal que 30 — 9x10™
= 25. Assim, temos 10™ = 5/9.

Aplicando o logaritmo (na base 10) nos dois lados da equacdo, obtemos -t/4 = log(5) — log(3?), ou seja, t =
4(2log(3) - log(5)) ~ 4(2x0,48 — 0,70) = 1,04 hora. Logo, t = Th2m24s.

Resposta: A temperatura subiu 4°C depois de transcorrida 1,04 hora, ou Th2m24s.
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Essa questao envolve o tracado do grafico de uma fungao exponencial com expoente negativo e a manipulagao
de logaritmos, topicos pouco assimilados pela maior parte dos alunos do ensino médio.

Muitos vestibulandos mostraram desconhecimento do grafico da funcdo exponencial, tracando curvas espurias,
como a reta apresentada no exemplo abaixo da média, ou curvas que continham pontos acima da reta
horizontal T = 30°C.

O célculo do logaritmo de nimeros negativos e a aplicagdo de propriedades inexistentes do logaritmo foram
erros frequentemente cometidos no item b. Observe-se que, no exemplo abaixo da média, o candidato sugere
que log(a+b) = log(a) + log(b) e que log 25 =log 5.5 = 5.log 5.

O exemplo acima da média mostra uma resolucdo bem feita, apesar de o grafico ndo incluir todos os valores de t
no intervalo [0, 6], como esperado.

8. Pedro precisa comprar x borrachas, y lapis e z canetas. Apos fazer um levantamento em duas papelarias,
Pedro descobriu que a papelaria A cobra R$ 23,00 pelo conjunto de borrachas, lapis e canetas, enquanto a
papelaria B cobra R$ 25,00 pelo mesmo material. Em seu levantamento, Pedro descobriu que a papelaria A
cobra R$ 1,00 pela borracha, R$ 2,00 pelo lapis e R$ 3,00 pela caneta e que a papelaria B cobra R$ 1,00 pela
borracha, R$ 1,00 pelo lapis e R$ 4,00 pela caneta.

a) Forneca o numero de lapis e de borrachas que Pedro precisa comprar em funcdo do nimero de canetas que
ele pretende adquirir.

b) Levando em conta que x > 1, y > 1 e z> 1, e que essas trés variaveis sao inteiras, determine todas as
possiveis quantidades de lapis, borrachas e canetas que Pedro deseja comprar.

a) (2 pontos)
Os dados do enunciado nos permitem formular o seguinte sistema de equacoes lineares, no qual cada equacéo

esta associada a uma papelaria:
X+2y+3z 23
X+y+4z = 25

Multiplicando a segunda linha por —2 e somando o resultado a primeira linha, obtemos —x — 5z = -27. Assim, x =
27 —5z.
Subtraindo, agora, a segunda linha da primeira, obtemosy —z=-2, de modo quey =z - 2.

Resposta: x=27-5z e y=2z-2.

b) (2 pontos)

Tomandoy > 1, temosz—2 > 1, ou seja, z > 3. Da mesma forma, exigindo que x> 1, temos 27 -5z > 1, ou z <
27/5. Como z precisa ser um numero inteiro, concluimos que z < 5. Assim, 3 <z < 5.
Paraz=3,temosy=1ex=12. Paraz=4, temosy =2 e x = 7. Finalmente, paraz=>5, temosy =3 e x = 2.

Resposta: As quantidades possiveis sao (x, y, z) = (12, 1, 3), ou (x, y, z) = (7, 2, 4), ou ainda (x, y, z) = (2,
3, 5).
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Essa questdo apresenta um sistema linear possivel, mas indeterminado, composto por duas equacdes que
relacionam trés incégnitas. O objetivo do item a é apenas identificar quais candidatos sabem apresentar as
solucdes do sistema em funcdo de uma das incégnitas. No item b, considerando que x, y e z precisam ser
ndmeros naturais (excluido o zero), o vestibulando deve obter explicitamente todas as solucdes do problema.

No exemplo abaixo da média, o candidato apresentou a equagdo x + y = 25 — 4z, em lugar de fornecer,
isoladamente, x e y em funcdo de z. J4 no item b, a resposta, apesar de correta, ndo é acompanhada de
qualquer justificativa, o que nao é aceito pelo vestibular da UNICAMP.
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9. A figura abaixo, a esquerda, mostra um sapo de origami, a arte japonesa das dobraduras de papel. A figura a
direita mostra o diagrama usado para a confeccdo do sapo, na qual se utiliza um retangulo de papel com arestas
iguais a ¢ e 2¢. As linhas representam as dobras que devem ser feitas. As partes destacadas correspondem a
parte superior e a pata direita do sapo, e sdo objeto das perguntas a seguir.

L = L v4  d4 a2 R
I 1 . ]
K
parte
superior
parte
¢ superior
e
aA p
- pata

a) Quais devem ser as dimensdes, em centimetros, do retangulo de papel usado para confeccionar um sapo
cuja parte superior tem area igual a 12cm??

b) Qual a razdo entre os comprimentos das arestas a e b da pata direita do sapo?

a) (2 pontos)

A parte superior do sapo é um pentdgono. Sua area é dada pela soma das areas de um retangulo e de um
triangulo. O retangulo tem lados iguais a ¢/4 e ¢/2, de modo que sua area ¢é de (/4)(c/2) = ¢’/8. O triangulo tem
base igual a ¢/2 e altura /4, fornecendo uma area de (¢/2)(c/4)/2 = ¢’/16. Logo, a area total da parte superior é
de 3c’/16. Para que essa area valha 12 cm?, é preciso que 3¢’/16 = 12, ou ¢* = 64. Logo, ¢ = 8 cm.

Resposta: Para a parte superior do sapo ter 12cm’, é preciso que o retangulo tenha 8 x 16 cm.

a’)

A parte superior do sapo é um pentdgono, cuja area é o dobro da area de um trapézio com bases paralelas de
comprimento /4 e /2, e com altura /4. A area de tal trapézio é igual a A, = (1/2).(/4 + /2).(/4) = 3¢*/32.
Logo, a area total da parte superior € 2A, = 3¢’/16. Para que essa area valha 12 cm’, é preciso que 3¢’/16 = 12,
ou c’ =64. Logo, c =8 cm.

Resposta: Para a parte superior do sapo ter 12cm’, é preciso que o retangulo tenha 8 x 16 cm.

a")

A parte superior do sapo é um pentagono, cuja area é dada por A, — 2A,, onde A, é a &rea de um tridangulo com
base c e altura /2, e A, é a area de um triangulo com base e altura iguais a /4. Assim, A, = c.(/2)/2 = /4 e A,
= (¢/4)'12 = ’/32. Assim, a area do pentagono é de c’/4 — 2¢’/32 = 3¢’/16. Para que essa area valha 12 cm’, é
preciso que 3¢/16 = 12, ou ¢ = 64. Logo, ¢ = 8 cm.

Resposta: Para a parte superior do sapo ter 12cm’, é preciso que o retangulo tenha 8 x 16 cm.
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b) (2 pontos)

A partir da figura fornecida no enunciado, podemos concluir que 2B = 45°, de modo

que B =22,5°.

A lei dos senos nos fornece a equacao a/sen(45°) = b/sen(22,5°), de modo que a/b = 45°
sen(45°)/sen(22,5°).

Como sen(45°) = sen(22,5° + 22,5°) = 2sen(22,5°)cos(22,5°), concluimos que a/b =

2c0s(22,5°).

Para calcular cos(22,5°), usamos a formula cos(45°) = cos’(22,5°) - sen’(22,5°), que B2 b
fornece cos(45°) = 2co0s*(22,5°) — 1. Deste modo, cos’(22,5°) = (cos(45°) + 1)/2 = B 459

(2+2)/4 Logo, €os(22,5°) =+/2+4/2 /2 donde a/b =42 ++2

Resposta: A raz3o entre as duas arestas é igual a 2 ++/2 .

b’)

Observando a figura ao lado, concluimos que 2B = 45°, de modo que B = 22,5°.

Assim, (r + b) = s. Mas r = a.sen(B) e s = a.cos(), de modo que b =s —r = a[cos(B) —

sen(B)]. Logo, a/b = 1/[cos(B) — sen(B)].

Para calcular cos(22,5°), usamos a férmula cos(45°) = cos’(22,5°) - sen’(22,5°), que

fornece cos(45°) = 2c0s’(22,5°) — 1. Deste modo, cos’(22,5°) = (cos(45°) + 1)/2 = Vi

(2+2)/4 Logo, cos(22,5°) =V2+42 /2 B2 b
Para obter sen(22,5°), basta fazer sen(22,5°) = /1-cos*(22,5°) =+/2 - /2 Assim, B &l
a/bZZ/[\/2+\/§—\/2—\/§]

Resposta: A razao entre as duas arestas é igual a 2/[\/2 +2 - x/Z - \/f} :

bll)
Observando a figura do item (b‘), concluimos que 2B = 45°, de modo que B = 22,5°.
Pelo teorema da bissetriz interna, temos s/r = (/2)/b. Como (¢/2) é a hipotenusa de um triangulo retangulo

isosceles cujos catetos medem s, temos também (c/2)* = 2s®, ou ¢/2 = sv2 .

Voltando ao teorema, obtemos s/r=sv2/b, ou simplesmente b=rv2. Mas r = a.sen(B), de modo que
b = asen(B}2 , o que implica que a/b = 1/[sen(B)ﬁJ.
Para calcular sen(22,5°), usamos a formula cos(45°) = cos’(22,5°) - sen’(22,5°), que fornece cos(45°) = 1 —

2sen’(22,5°). Deste modo, sen*(22,5°) = (1 — cos(45°)/2 = ( ) 4 e sen(225°) =4/2 - /2

Logo, a/b = 2/\/4—2\/5 )

Resposta: A razao entre as duas arestas é igual a 2/\/4 —242 .
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bl!l)

Observando a figura do item (b‘), concluimos que 2B = 45°, de modo que B = 22,5°.

A lei dos cossenos nos fornece a equacao b’ = (¢/2)° + a’ — 2a(c/2) cos(p).

Como (¢/2) é a hipotenusa de um triangulo retangulo isésceles cujos catetos medem s, temos (c/2)? = 2s?, ou

c/2 =542 . Assim, b? = (s4/2) +a’ — 2asv/2cos(B) .

Usando a relacdo s = a.cos(B), obtemos b? =2a cos(B)+a’ —2a’+2cos’(B), de modo que bYa’ =
(2-24/2)cos?(B) +1. Logo, a/b = 1/\/(2 —242)cos?(B) +1.

Para calcular cos’(22,5°), usamos a férmula cos(45°) = co0s’(22,5°) - sen’(22,5°), que fornece cos(45°) =
2¢0s°(22,5°) — 1. Deste modo, cos*(22,5°) = (cos(45°) + 1)/2 = (\/E + 2)/4 . Logo, a/b = 2/\/(2 ~2V2)2+2)+ 4

= 2/a-22 .

Resposta: A razdo entre as duas arestas é igual a 2/\/4 -2V2.

N TN Me C.0= ¢2 1 23 =12
c } M ’M\ “ T Y } %) Yo
g / h2= c.c v = ¢* 3cF=12 = % 4. .
— A %
/4 C/ﬁ' C=24=% un
Ropp: © mm,vx%égg dive T & x loem.

wo p= - D= o O - Ao b
Yoo U ] v

C b= oXpc? Ko 2 - b= 0t C— cX2

& 4 14 ooy
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Essa questdo contém um item que é facil e envolve apenas o cdlculo da area de um pentagono, e outro item,
bem mais dificil, que combina tdpicos mais avancados de geometria plana e trigonometria. Como consequéncia,
muitos candidatos responderam corretamente ao item a, mas poucos alcancaram 3 ou 4 pontos.

O exemplo acima da média mostra uma variante da resolucdo b"’, na qual a lei dos cossenos é combinada com

a expressao cos(B) =s/a= c\/f/(4a).

No exemplo abaixo da média, o candidato dividiu o pentdgono em dois trapézios iguais, mas considerou que a
altura desses trapézios era ¢/2, em lugar de c/4. Erros simples como esse tiraram pontos preciosos de muitos
vestibulandos. No item b, o0 mesmo candidato supds que r = b (ver figura da resolugao b’), o que o impediu de
obter a resposta correta.
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10. Uma caixa d’agua tem o formato de um tronco de piramide de bases quadradas e paralelas, como mostra
a figura abaixo, na qual sdo apresentadas as medidas referentes ao interior da caixa.

2m

.
topo da caixa d'agua /

-
r

nivel ‘élr 3m
base da caixa d'ad 3 " Y
] Fd b

Vs Tm

a) Qual o volume total da caixa d'agua?

b) Se a caixa contém (13/6) m’ de 4gua, a que altura de sua base esta o nivel d’agua?

a) (2 pontos)

Fazendo um corte vertical na caixa d'agua, de modo a dividir cada base do tronco de 2
piramide em dois retangulos iguais, obtemos a figura ao lado. Usando a semelhanca de K3
triangulos, constatamos que 2/4 = x/1, ou seja, x = 1/2.

O volume da piramide maior é igual a V, = A_..h/3, em que A é a area do quadrado de
aresta2 meh, =4 m. Assim, V,=2.2.4/3=16/3m’.

O volume da piramide menor é dado por V, = A,.h,/3, em que a, é a area do quadrado de 4
aresta (1/2) me h, = 1 m. Assim, V, = (1/2).(1/2).1/3 = 1/12 m"’.

O volume do tronco de pirdmide é V. -V, = 16/3 - 1/12 =63/12 =21/4 m’.

Resposta: A caixa d’agua comporta 21/4 m’. 1
v

a’)

Fazendo um corte vertical na caixa d'agua, de modo a dividir cada base do tronco de piramide em dois
retdngulos iguais, obtemos a figura acima. A pirdmide de altura 1, cuja base tem aresta x, ¢ semelhante a
piramide de altura 4, cuja base tem aresta 2. A razdo entre os volumes dessas piramides é igual ao cubo da
razdo entre as alturas, ou seja, V,/V, = 1/4° = 1/64. Assim, o volume da piramide menor é V, = V /64.

O volume da caixa d’agua é igual a V_ -V, = (1 = 1/64)A_.h/3 = (63/64).2.2.4/3 = 21/4 m’.

Resposta: A caixa d’agua comporta 21/4 m’.
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all)

Fazendo um corte vertical na caixa d'dgua, de modo a dividir cada base do tronco de piramide em dois
retdngulos iguais, obtemos a figura acima, a partir da qual, usando a semelhanca de triangulos, constatamos
que 2/4 = x/1, ou seja, x = 1/2.

O volume de um tronco de piramide de bases paralelas é dado por V = (%)(AG +Ar +JAGA, ) onde h é a
altura do tronco de piramide, e A, e A, sdo as areas de suas bases.

Para o tronco em questdo, temos A, = 2° =4, A, =(1/2) = 1/4 e h=3. Llogo, V = (%)(4+(1/4)+1/4.(1/4)),

ouV=21/4m
Resposta: A caixa d’agua comporta 21/4 m’.

b) (2 pontos) 2
Seja h a altura do nivel d’agua e y o comprimento da aresta da secdo quadrada do
tronco de piramide que estd a uma altura h da base inferior da caixa d'agua (ver
figura ao lado). Usando novamente a semelhanca de triangulos, obtemos y/(1 + h) =
2/4,0ouh=2y-1.

O volume d’agua até a altura h € dado por V.= A.(h + 1)/3 = 1/12 =y’'2y -1 + 1)/3 4 -
—1/12. Assim, V = 2y°/3 — 1/12. Se V = 13/6, entao (8y’ — 1)/12 = 13/6, ou 8y’ = 27. '

logo, y =327/8 =3/2meh=2y-1=2m. 1+h
\ 1
h 4 h
b")

Seja h a altura do nivel d’agua e y o comprimento da aresta da secdo quadrada do tronco de pirdmide que esta a
uma altura h da base inferior da caixa d'dgua (ver figura acima). Usando, novamente, a semelhanca de
triangulos, obtemos (1 + h)/y = 4/2, ouy = (1 + h)/2.

O volume d'agua até a altura h é dado por V= A_.(h + 1)/3-1/12 = (1 + h)’/12 - 1/12. Se V = 13/6, entao [(1 +

hY = 1]/12 =13/6, ou (1 + hY’ = 27. Logo, (1 + h) (1+h) =327 =3meh=3-1=2m.

Resposta: O nivel d’agua esta a 2 m da base menor da caixa d’agua.

Resposta: O nivel d'agua esta a 2 m da base menor da caixa d'agua.

b")

Sejam h a altura do nivel d’agua (ver figura acima), V, o volume da piramide de altura 1 e V o volume do tronco
de piramide. Neste caso, o volume da piramide de altura (h + 1) éigual a V, =V + V,. Assim, V,, = 13/6 + 1/12 =
9/4 m’.

Usando a semelhanca das piramides, concluimos que V/V, = (1 + h)/1°, donde (1 + h)’ = (9/4)/(1/12) = 27.

Obtemos, assim, 1 +h = 3/27 =3, de modo que h =2 m.

Resposta: O nivel d’agua esta a 2 m da base menor da caixa d’agua.

Prova Comentada ® Matematica e 22 Fase 25



vestibular nacienal

MATEMATICA NIEA

@S Noburmg de pindnwde vempteta @ Nolumt da pdrmioe memen

Vo) b b o1.2%4 =16 V-1 M=) (1) .11

E 3 B 3 3 |2/ 2.

. (hends dus podue da pirardcs rmemen . Volunmse da conrs. d egua
Sm — L L=05m V.=V*r~—.\/Pm=_\_§.—‘l1~=____6q—l:f

Am — Im 2 '2 )2

l\/cA = 65/!2, m3 (

B Volume ke piaBomioM  Gevn bone o ived ds ague

VT=&+L=2(9+'=_7-_4_M3
6 12 12 \2
2% _ 1. 2 e Ap— 2 |h-20]
2 3 U — b
23 = | A 3. 23 " Semos o alkuna oo - il
v A = 3m ’ 3m, entie © riud Ao adua
' X a 2m oa bone oo carvv
d'&é«m-
iy - 2= 2
a-d = 4 n%h E._L fbpug e ! 4
W:’: x= ‘27
v:¢ 4.4 - (o212 | Fi_ 3"

G 3 27 é 3 2%
» Y o B G o B =350+ b Ih s 335
2 & PYA 3 (G2 2 /6

@ b lez = 295.3 4 |h- u.zsﬁ
098

Prova Comentada ® Matematica e 22 Fase 26



vestibular nacional

MATEMATICA NICA

Esta questao apresenta uma aplicacdo pratica de geometria espacial envolvendo o tronco de uma piramide. O
passo mais dificil e importante do problema é a determinacao da relacdo entre as alturas e as arestas das bases,
ou entre as alturas e os volumes das piramides. A dificuldade encontrada pelos alunos do ensino médio em obter
a proporcado correta é ilustrada no exemplo abaixo da média, em que o candidato usa uma regra de trés invalida
para determinar x. No item b, o candidato erra novamente ao considerar que a area da secdo da piramide na
altura do nivel dagua é igual a 4, ou seja, é independente de h.

O exemplo acima da média mostra uma das muitas formas diferentes de se obter a solucdo do item b.

11. A circunferéncia de centro em (2, 0) e tangente ao eixo y é interceptada pela circunferéncia C, definida
pela equacao x* + y° = 4, e pela semi-reta que parte da origem e faz angulo de 30° com o eixo-x, conforme a
figura abaixo.

Jky

v

a) Determine as coordenadas do ponto P.

b) Calcule a &rea da regiao sombreada.

a) (2 pontos)
Como o ponto P esta sobre a circunferéncia, suas coordenadas satisfazem (x — 2)* + y* = 4. Ao mesmo tempo,

por P estar sobre a semirreta, temos y/x = tan(30°) «/_/3 ouseja, y = x«/_/B

Voltando & primeira equacdo, obtemos (x — 2)? x/_/3 =4 . Deste modo, x(4x/3-4)=0. Logo, 0s pontos
de intersecdo da semirreta com a arcunferenaa centrada em (2, 0) tém abscissas x = 0 e x = 3. Como P é o
ponto de intersecao com maior abscissa, concluimos que x =3 e y = xv3/3=43.

Resposta:EmP,x=3 e y =43.

a’)

Como observamos na figura ao lado, o angulo SOP est4 inscrito
na circunferéncia de centro Q. Assim, sua medida é igual a
metade da medida do angulo central SQP . Logo, o segmento de
reta PQ faz um angulo de 60° com o eixo x.

Além disso, esse segmento mede 2. Assim, temos sen(60°) = y/2 e
cos(60°) = z/2. Desta forma, y = 2sen(60°) = V3, ex=2+z2=2+
2cos(60°) =2+ 1 =3.

Resposta:EmP,x=3 e y =43.
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3"
Ap)licando a lei dos cossenos ao triangulo OQP (ver figura ao
lado), obtemos w* = 2* + 2° — 2.2.2.cos(120°) = 2° + 2° +
2.2.2.cos(60°) = 8 + 8.(1/2) = 12. Logo, w =243 . Usando,
entdo, o triangulo POR, obtemos as coordenadas do ponto P:

y = w.sen(30°) = 24/3 .(1/2) = f

X = w.cos(30°) = 2\/_ J_/Z

Resposta:EmP,x=3 e y =43.

'y
alll) y

Como se observa na figura ao lado, o tridangulo OPS é retangulo,
pois a aresta OS é um diametro da circunferéncia centrada no
ponto (2, 0). Além disso, por ser a hipotenusa do triangulo OPS, a

aresta OS mede 4. Assim, w = 4cos(30°) = 4\/_/2 2\/_

Recorrendo, entdo, ao triangulo OPR, que também é retangulo,
obtemos as coordenadas do ponto P:

y =w.sen(30° = 2+/3 .(1/2) = f
X = w.cos(30°) = 2«/_ «/_/2

Resposta:EmP,x=3 e y =43.

b) (2 pontos)

A area da regido sombreada corresponde a A. — A, em que A_ é a area do circulo de
raio 2 e A é a area da intersecao dos dois circulos. Os pontos de intersecdo das duas
circunferéncias satisfazem x* + y* = 4 e (x — 2)° + y* = 4. Assim, concluimos que x = 1 e

y=+3.

Como o segmento de reta que liga a origem ao ponto de intersecdo no primeiro
quadrante tem comprimento 2, podemos concluir que o cosseno do angulo entre este
segmento e o eixo x vale 1/2, de modo que o angulo é igual a 60°.

A figura ao lado indica que A = 2(A, — A)), onde A, é a area do setor circular com angulo

de 120°, e A, é a area do triangulo de base 24/3 e altura 1. Assim, A =2(r2°/3 - 1243
/2) = 8n/3 —2+/3. Logo a 4rea desejada é A — A = 12° - 81/3 + 2+/3 = 4n/3 + 243

Resposta: A regidao sombreada tem area igual a 41/3 + 2 V3.

b’
Se)ja A, a area da intersecao dos dois circulos, conforme a figura ao lado. Dividindo A,
ao meio, na horizontal, podemos inscrever na regido resultante um triangulo equilatero
de arestas iguais a 2. A adrea desse triangulo é A; = 22\3/4=43.

Ja a drea da regido A,, indicada na figura, é a diferenca entre a drea de um setor
circular e a é4rea do triangulo equildtero, ou seja, A, =r’0/2—A,. Assim,
A, =2%(n/3)/2 -3 =2n/3-+/3.Como A =2A, +4A, temos A, =8rn/3-243.
A drea desejada corresponde a A_ — A, em que A é a area do circulo de raio 2. Deste
modo, a area desejada é 2’ — 8n/3 + 2 V3 = 4n/3 +243.

Resposta: A regidao sombreada tem area igual a 47/3 + 2 V3.
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Essa questdo combina geometria analitica, geometria plana e trigonometria, tdpicos considerados dificeis pelos
alunos do ensino médio. Como consequéncia da dificuldade da questao, muitos candidatos tentaram resolver o
item a medindo distancias com o auxilio de uma régua, o que ndo era apropriado. Muitos também nao
justificaram ou forneceram informagdes pouco claras sobre o que fizeram para obter as respostas, perdendo os
pontos da questao.

No exemplo abaixo da média, o candidato converte erroneamente (x — 2)° em x(x — 2)+4 no item a. J4a em b, ele
falha ao aproximar a intersecdo dos dois circulos por uma elipse.

No exemplo acima da média, o candidato responde ao item b seguindo um caminho diferente para obter a
solucdo, mas usa a aproximacado grosseira m ~ 3 no final. Cabe ressaltar que muitos vestibulandos, acreditando
ser relevante fornecer a resposta na forma decimal, por aproximacédo, tomam = por 3 e V3 por 1,7. Observando

as respostas fornecidas acima, nas quais esses numeros irracionais aparecem explicitamente, pode-se constatar
gue essa conversdo ndo é necessdria. De fato, ela é inconveniente, pois, além de produzir uma resposta
imprecisa, pode dar margem a erros de conta.

12. Seja f(x)=a,x" +a, x" ' +---+a,x+a, um polindmio de grau n tal que a, =0 e a; € IRpara qualquer |

entre 0 e n. Seja g(x)=na,x""+(n-"a, X" +---+2a,x+a, o polindmio de grau n-1 em que 0s
coeficientes ay,a,,...,a, sdo 0os mesmos empregados na definicdo de f(x).

f(x+h)—f(x)

p , paratodo x,helR, h=0.

a) Supondo que n = 2, mostre que g(x +gj =

b) Supondo que n =3 e que a, = 1, determine a expressdo do polindmio f(x), sabendo que (1) = g(1) = f(-1) =
0.

a) (2 pontos)
Sen=2,entdo f(x) =a,x’ +a,x+a, e f(x+h)=a,(x+h)* +a,(x+h)+a,. Assim,

f(x + h) = a,x* + 2a,xh +a,h’ + a,x + a,h +a, = f(x) + 2a,xh +a,h’ + a,h = f(x) + h(2a,x + a, +a,h) .
Logo, [f(x +h) —f(x)]/h = 2a,x +a, +a,h . Por outro lado, g(x) = 2a,x +a, e
gix+h/2)=2a,(x+h/2)+a, =2a,x+ah+a, =[f(x+h)-f(x)]/h.
b) (2 pontos)

Sen=3ea,=1,entdo f(x) = x> +a,x* +a,x+a, e g(x) = 3x* +2a,x +a,. Como f(1) = g(1) = f(-1) = 0, temos
o sistema linear

f) = 1+a,+a,+a, = 0 a, +a,+a, = ~1
f-<) = -1+a,-a,+a, = 0 ou a,-a, +a, = 1.
g = 3+2a,+a, = 0 a,+2a, = -3
Subtraindo a segunda equacdo da primeira, obtemos 2a, = =2, de modo que a, = —=1. Em sequida, da terceira

equagao deduzimos que -1 +2a, = -3, ou a, = —1. Finalmente, da primeira equacdo obtemos a,— 1 -1=-1, de
modo que a, = 1.

Resposta: O polindmio é f(x) = x’ - x> - x + 1.
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b’)
Sen=3ea,=1,entdo f(x) = x> +a,x* +a,x+a, e g(x) = 3x* +2a,x +a,. Como f(1) = f(-1) = 0, observamos

que x, = 1 e x, = —1 sdo raizes do polinémio. Chamando de x, a terceira raiz, temos f(x) = (x — )(x+1)(x - x,) = X’
- XX =X + X,. Assim, a, =—x,, al =-1ea,=x,=-a,, Como g(1) =0, temos 3 + 2a, + a, = 0, donde a, = (-3 -

a,y2 =-1.Logo, a, = 1.

Resposta: O polinémio é f(x) = x> = x> - x + 1.

b) £(x) = @3 x3+ azx2 +0, X +0o=p X 3 Gz x2+AIX + Qo
.QCK) =3asX*+ 202X+ Q) = Ix*+ 28ax +0,

a) £6)=dex2 QX100

9(x)~ 2azx +g4
g () -2ez(x+ B)+ E(N=0
:(x*-Q):ZW-(»mzh\‘m 2 1+02+0) +0e=0 =» Qo+ 0 +02 =« -4

\{J: (’(*h\ =Qa (X?hy“ Q (Xf—h\ +Qo
f(xc h)=a2x? +2g4 xh +Q2¥ sux +Q it Qo
£0et) ~6() = aex?*2aexh4@zh?+aix +Ah+ 0o - G2 X2-EX-Qo

£lcn)-Flx) = 2aexh tazh?+ah Q.+ 202 » =3
rQ,o-’-Q,l‘!- az =-4

f(-0)=0 =» -1+R2 ~21+a0=0
Qo~Q&y+0g= |

g(N=0 »3+202+%1 = O
v}

C(x+h}-F(x) = 2azxhtaahZ« ok
b h .{QO"Q'I raz-(‘{e
£(x+n)-€(x) » 20ex +agh +&, o, + 202 = -3
h 204 = -2 Qo ~Gt +Q2 = |
£ (x +h)-F(x) =3/x+h\ 0~|=—A] o +A —\ =4
n \ ’-) o+ 202 = =3 ao = A
A+za22-3 |E(ax3-x2x+A]
2ae=-2 7

|z = -4
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Essa & uma questao simples, que envolve apenas operacbes basicas com polindmios e a resolucdo de um sistema
linear. Apesar disso, ela apresentou a menor nota média de toda a prova de matematica. Em parte, isso se deve
ao fato de a questdo ser a Ultima e muitos candidatos ndo terem tido tempo de resolvé-la. Entretanto, as muitas
respostas incorretas indicam que um nuimero expressivo de alunos do ensino médio tem dificuldade de trabalhar
com expressoes algébricas, errando em passagens simples que vdo desde a expansao de (x + h)”* a simplificacao
de expressoes.

O exemplo abaixo da média mostra claramente a dificuldade do candidato em converter uma expressao geral
para o caso em gue n é dado. Observa-se que o vestibulando repete termos e mantém as reticéncias ao definir
os polindémios tanto no item a como no item b. Além disso, ele ndo informa claramente quais sdo as funcoes f e
g, erra contas no item b e fornece a resposta desse item na forma f(x) = X’ + ...— x, 0 que, naturalmente, nao é
aceitavel.
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