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Matematica

INTRODUCAO

As doze questdes de matematica da segunda fase sdo apresentadas em or-
dem crescente de dificuldade. As quatro primeiras questdes procuram avaliar
os conteldos e as habilidades pertinentes as quatro primeiras séries do ensino
fundamental, especialmente leitura e compreensdo de enunciados, raciocinio
l6gico e operacoes elementares. As quatro questoes intermediarias focalizam a
matematica usualmente presente nas Ultimas séries do ensino fundamental e no
inicio do Ensino Médio. As ultimas questdes envolvem problemas mais elabora-
dos, que exigem raciocinio mais complexo e contetidos mais avancados. Questdes
envolvendo polindmios e suas raizes tém sido freqlentes e os resultados, neste
contelido, insatisfatorios.

QUESTAO 1 Em uma sala ha uma lampada, uma televisdo [TV] e um aparelho de ar
condicionado [AC]. O consumo da lampada equivale a 2/3 do consumo
da TV e o consumo do AC equivale a 10 vezes o consumo da TV. Se a
lampada, a TV e o AC forem ligados simultaneamente, o consumo total
de energia sera de 1,05 quilowatts hora [kWh]. Pergunta-se:

a) Se um kWh custa R$0,40, qual serd o custo para manter a lampada, a
TV e 0 AC ligados por 4 horas por dia durante 30 dias?

b) Qual é o consumo, em kWh, da TV?

RESPOSTA ESPERADA
a) (2 pontos)

Seja L o consumo da lampada, TV o consumo da televisdo e AC o consumo do
aparelho de ar condicionado. Entdo, L + TV + AC = 1,05 kWh.

Assim, o custo mensal é dado por R$ 0,40 x 30 x 4 x 1,05.
Resposta: R$ 50,40.

b) (3 pontos)

L=(2/3)TV. AC=10TV.

Entdo: TV + (2/3) TV + 10 TV = 1,05.
3TV+2TV+30TV=3,15.

35TV =3,15.

Portanto, TV = 0,09 kWh. O consumo da TV é igual a 0,09 kWh.
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EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

Questdo simples, envolvendo apenas aritmética elementar. Seu propdsito
era analisar a capacidade dos candidatos de interpretar problemas co-
tidianos que envolvem matematica. Quase todos os candidatos tentaram
resolver a questdo e a enorme maioria acertou o item a. Dois tercos dos
candidatos obtiveram nota maxima e cerca de 90% receberam nota maior
que 2. S6 2,6% tiraram menos que 1 ponto.
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QUESTAO 2 Sabe-se que o numero natural D, quando dividido por 31, deixa resto
r€N e que o mesmo nimero D, quando dividido por 17, deixa resto 2r.

a) Qual é o maior valor possivel para o numero natural r?

b) Se o primeiro quociente for igual a 4 e o segundo quociente for igual a
7, calcule o valor numérico de D.

RESPOSTA ESPERADA
a) (3 pontos)
0<2r<17

Assim, f=r= 8. Resposta: o maior valor possivel para r é 8.

b) (2 pontos)

D=31-44¥ D=1T7T+3r
Entao, 31-4+7=17-7+2r

Assim, 124+r=119+2",ou seja, r=5.
Resposta: D = 129.

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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EXEMPLO ABAIXO DA MEDIA
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COMENTARIOS

Questao tida como de fécil resolucdo. Apesar disso, foi verificada uma dificuldade
maior do que a esperada, devido a uma diversidade de respostas apresentadas.
Frases e até paragrafos inteiros foram apresentados como justificativa da resposta,
contrapondo-se a notagdo matematica. Apenas 28,3% dos candidatos obtiveram
nota maxima enquanto que 25,0% nao resolveram a questdo ou resolveram er-
roneamente.

QUESTAO 3  Um triangulo equilatero tem o mesmo perimetro que um hexagono regu-
lar cujo lado mede 1,5 cm. Calcule:

a) O comprimento de cada lado do triangulo.
b) A razao entre as areas do hexagono e do triangulo.

RESPOSTA ESPERADA

a) (2 pontos)

Seja L o comprimento do lado do triangulo, entdo 3L =6 . 1,5=9. Logo L = 3.
Resposta: cada lado do triangulo mede 3 cm.

b) (3 pontos)
A drea A, do hexdgono regular com lado 1,5 cm ¢é igual a

A, = §1,5. 1,5V3 =3,37543
2 2 c

m.
4 = éﬂz % =2253
Aéreadotrianguloequildterocomlado3cmé 2 2 4
cm.

Resposta: a razéo entre as areas do hexagono e do triangulo é dada por A/A, =
1,5.

Prova comentada de Matematica ¢ Segunda Fase 5



Matematica

O item b admite uma solucao alternativa, observando-se que o hexadgono consiste
de 6 tridngulos equilateros de lado 1,5 cm. Mas tal triangulo tem 4area que é 4
vezes menor que a do triangulo com lado 3 cm. Entdo a razdo solicitada é igual

a4/6=1,5.

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

A questao exige conhecimento de noc¢des bastante simples de geometria, tais
como perimetro e area. O item a nao representou dificuldades para os alunos. A
maioria dos alunos resolveu o item b calculando as &reas das duas figuras. Houve
candidatos que nao conheciam o que é um hexagono, outros erraram ao escrever
que ele tem 7 ou ainda 8 lados... Era bastante comum encontrar férmulas erradas
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para a area de triangulo. Alguns alunos calcularam as areas aproximadamente e,
em seguida, obtiveram, para a razao, valores esquisitos. Foi relativamente comum
também errar nas duas areas, mas de modo a obter a razdo correta. Quase a
metade dos vestibulandos resolveu completamente a questao, enquanto os zeros
foram em torno de 6%. A grande maioria dos candidatos resolveu o item a.

QUESTAO 4 Sejam a e b numeros inteiros e seja N(a, b) a soma do quadrado da dife-
renca entre a e b com o dobro do produto de a por b.

a) Calcule N(3, 9).
b) Calcule N(a, 3a) e diga qual é o algarismo final de N(a, 3a) para
qualquer 9€Z

RESPOSTA ESPERADA
a) (3 pontos)

N(a,by=(a—b)"+2ab=a”+b"
NGB, 9=3>+9>=90

Resposta: .

b) (2 pontos)
N(a,3a)=a’ +(3a)* = 10a2_

Logo, o algarismo final de N(a, 3a) é igual a zero.

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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EXEMPLO ABAIXO DA MEDIA
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COMENTARIOS

Questao de resolucdo simples, que visa avaliar a capacidade dos alunos do Ensino
Médio em definir e manipular funcoes de duas variaveis. Infelizmente, muitos can-
didatos interpretaram a expressao “... o dobro do produto de a por b ...” como ”

2a/b . O numero de notas elevadas foi alto, como esperado pela banca. Mais
de um terco dos candidatos obtiveram nota 5 e cerca de dois tercos dos estu-
dantes obtiveram nota maior ou igual a 4. Apesar disso, um quinto dos candidatos
ndo entendeu a questdo, tirando nota 0.

QUESTAO 5  Entre todos os tridngulos cujos lados tém como medidas ntimeros inteiros
e perimetro igual a 24 cm, apenas um deles é equilatero e apenas um
deles é retangulo. Sabe-se que um dos catetos do triangulo retangulo
mede 8 cm.

a) Calcule a area do triangulo equilatero.
b) Encontre o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo retangulo.

RESPOSTA ESPERADA

a) (2 pontos)
L=8cm.

A:§8£—16«f 812 = 4J_

Resposta: a area do triangulo equilatero é igual a 44/48 cm?
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b) (3 pontos)
a+b+8=24 , a*=b*+64

logo, b=16—a o @ =(16-a)* +64
Assim, a2 =256—32a+a2 +64’ ou seja, 32&’:320’

ou ainda, a =10 cm.
O raio da circunferéncia é, neste caso, igual a metade da hipotenusa do tridngulo.
Portanto, o raio da circunferéncia é igual a 5 cm.

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

Questao tida como de facil resolucdo. Varios candidatos tentaram, de alguma for-
ma, mostrar seu conhecimento no assunto, no caso, geometrias plana e métrica.
A nota méaxima foi obtida por 35,4% dos candidatos e apenas 5,8% deixaram a
guestao em branco ou apresentaram resolucdo errada.
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QU ESTAO 6 Suponha que, em uma prova, um aluno gaste para resolver cada questao, a partir da segunda, o dobro de tempo
gasto para resolver a questao anterior. Suponha ainda que, para resolver todas as questdes, exceto a Ultima,
ele tenha gasto 63,5 minutos e para resolver todas as questoes, exceto as duas Ultimas, ele tenha gasto 31,5
minutos. Calcule:
a) O ntimero total de questoes da referida prova.
b) O tempo necessario para que aquele aluno resolva todas as questdes da prova.

RESPOSTA ESPERADA
a) (3 pontos)
Sejam Bty mily 0s valores do tempo gasto para resolver as questoes URCES Q’V
S B, SO s BEDP
E+ly+. +1, =635 i+f,+. .+t _, =315
n-2 _nAl-n
Subtraindo, temos: b= =32=2 r'4 Portanto, = 2 .
120+ 2+ 4 27 =635, o (14 2444+ 277) = 635.
Logo, I (27 -1)=635 = 22" -1)=635

zﬂ—nh—i_zﬂ-n:ﬂ,j = zﬁ_ﬁlj=2""" = =7 = Ton=-

Portanto, n = 8. Resposta: a prova tem 8 questoes.

b) (2 pontos)

—_n1s _
Do item a, temos n = 8. Entdo, h= 27 = ]/2 minuto.
Logo o tempo necessario para a resolucao de todas questdes sera
Tzt +h+5+. +t =1/2+1+2+  +64=1275

Resposta: 0 tempo necessario para o aluno resolver toda a prova equivale a 127,5 minutos.

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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EXEMPLO ABAIXO DA MEDIA
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COMENTARIOS

A questao exige raciocinios com progressdo geométrica. Os dois itens po-
dem ser resolvidos de modos independentes. Ressaltamos que varios alu-
nos resolveram primeiro o item b e em seguida o utilizaram na resolucao
de a. A questao era considerada pela banca de nivel médio e os resultados
comprovaram essa expectativa. Temos que ressaltar que uma boa parte
dos alunos nado tém conhecimentos basicos sobre progressées e, como
consequéncia, 50% dos vestibulandos obtiveram 0 na questao.

- _ by
QUESTAO 7 A funcao L(x)=ae™ fonece o nivel de iluminacdo, em luxes, de um
objeto situado a x metros de uma lampada.

a) Calcule os valores numéricos das constantes a e b, sabendo que um ob-
jeto a 1 metro de distancia da lampada recebe 60 luxes e que um objeto
a 2 metros de distancia recebe 30 luxes.

b) Considerando que um objeto recebe 15 luxes, calcule a distancia entre
a lampada e esse objeto.

RESPOSTA ESPERADA
a) (2 pontos)

Lix)=ae™. 60=ae®. 30=ae®.
b _ 1 — Ay ~

e _Z'Logo,b In(2) = —In(2) = —0,693.
60=1

% Assim, a = 120.

b) (3 pontos)

4 “ln(2)x _ —
tanto, x = 3.
Resposta: a lampada dista 3 metros do objeto.
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EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

Esta questao avaliou se os candidatos eram capazes de resolver um problema
pratico envolvendo as fungdes exponencial e logaritmica. As notas, muito baixas
em uma questdo que podia ser resolvida em poucas linhas, indicam a necessi-
dade de que o assunto receba mais atencao por parte dos professores do Ensino
Médio. Uma parcela consideravel dos candidatos ndo foi capaz de formular o
sistema de equacdes exigido no item a. Muitos sequer conheciam a constante e
e, imaginando tratar-se de uma variavel do problema, tentaram determinar seu
valor. A questdo teve 41% de notas abaixo de 1 e apenas 9% de notas acima de
4, podendo ser considerada dificil. 71% dos candidatos ndo chegaram aos dois
pontos, confirmando a pouca familiaridade dos alunos do Ensino Médio com a
funcao exponencial e com logaritmos.

- N . 32 _
QUESTAO 8 Dada a equacdo polinomial com coeficientes reais ¥ —>¥" +9x-a =0

a) Encontre o valor numérico de a de modo que o nimero complexo 2 + i
seja uma das raizes da referida equacao.

b) Para o valor de a encontrado no item anterior, determine as outras duas
raizes da mesma equacao.

RESPOSTA ESPERADA
a) (3 pontos)

55?4 9x—q=0. X =2+15 Xq=2-1
G2 FA T~ ] 51 ] =7,

b) (2 pontos)
8 2 _ - ;
=5x"+9x—-5=0 Resposta: as raizes da equacdo sio 2.H,
X, =2-0 X =1

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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EXEMPLO ABAIXO DA MEDIA
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COMENTARIOS

Questao tida como de dificuldade média. Pode-se inferir, aqui, que o importante
assunto, equacoes polinomiais e relacoes entre raizes e coeficientes, ndo esta
sendo devidamente abordado no Ensino Médio, isto é, estd muito aguém do de-
sejado. Apenas 33,6% obtiveram nota maxima enquanto que 45,8% deixaram a
guestao em branco ou nao resolveram de modo a pontuar.

QUESTAO 9 Considere o conjunto dos digitos {1, 2, 3, ..., 9} e forme com eles nimeros
de nove algarismos distintos.

a) Quantos desses nimeros sao pares?

b) Escolhendo-se ao acaso um dos numeros do item (a), qual a probabili-
dade de que este numero tenha exatamente dois digitos impares juntos?

RESPOSTA ESPERADA
a) (2 pontos)

O ultimo algarismo de um numero par seré 2, 4, 6, 8. Logo teremos 4.8! nimeros
pares que satisfazem o enunciado.

b) (3 pontos)

Temos 4.5 = 20 maneiras diferentes de formar um numero de dois algarismos
distintos entre 1, 3, 5, 7, 9. Ainda existem 4! maneiras distintas de combinar este
numero de dois algarismos com os trés algarismos impares restantes, e 4! manei-
ras de combinar os algarismos pares.

Logo a quantidade dos numeros pares com exatamente dois digitos impares con-
secutivos é igual a 5. 4! . 41 =5.(41)2.

A probabilidade de escolhermos um tal nimero é igual a

5444 _432_1
48 876 14
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EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

A questdo 9 comprovou (mais uma vez) que os vestibulandos continuam encont-
rando dificuldades com problemas do género. Observamos que o maior obstaculo
para os alunos foi o de interpretar o enunciado de modo adequado. A previsdo da
banca era de uma questao de dificuldade média/dificil, e os resultados confirma-
ram essa previsao. Aproximadamente a metade dos candidatos obteve nota 0; en-
tre as notas positivas, houve maior concentracdo para a nota 2. Tradicionalmente
as questoes de combinatéria (contagem) apresentam dificuldades para os alunos,
0 que confirmou a nossa observacdo. Muitos alunos ndo conseguiram fazer os
calculos corretos mesmo no item a da questao, ou os fizeram erroneamente.
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QUESTAO 10

Os pontos A, B, C e D pertencem ao grafico da funcao ¥ = I/x, x>0 ¢
abcissas de A, B e C sdo iguais a 2, 3 e 4, respectivamente, e o0 segmento
AB é paralelo ao segmento CD.

a) Encontre as coordenadas do ponto D.

b) Mostre que a reta que passa pelos pontos médios dos segmentos AB e
CD passa também pela origem.

RESPOSTA ESPERADA
a) (2 pontos)
Os quatro pontos a que se refere o enunciado @ sdo

A(2,5),B(3.1).C4DeD(x1),x=4

Uma vez que o segmento AB é paralelo ao segmento CD, temos

X __ 1_1 1
x 4=3 2=__
x—-4 3-2 6

1 1

6[———J=4—x
Logo, x 4 , ou seja, 6(4 _x)/(4x) = 4_x, donde obte-
mos X=6/4=3/2

DG.Y

Assim,

b) (3 pontos)

O ponto médio da reta AB é

O ponto médio da reta CD é
Assim, .

5 g——%[ 5] 5 1124[ 5] 5 1[ 5]
e el e ] B T e el I
L el A Emggt 3

Portanto, a reta é dada por 6y — x = 0, que passa pela origem.
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EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

Esta questdo exigiu do candidato o conhecimento de varios tépicos matematicos
do Ensino Médio, como a hipérbole e seu grafico, a equacao da reta, a determina-
¢ao do ponto médio de um segmento de reta e a demonstracdo de uma hipdtese
simples (que a reta que passa pelos pontos médios passa pela origem). Embora
nenhum dos assuntos possa ser considerado particularmente dificil, a combinacao
deles nao foi bem assimilada pelos candidatos, mais acostumados com problemas
gue envolvem um Unico tema e tém resolucdo mais direta. Questdo bastante
dificil, teve 73,5% de notas abaixo de 1 e 83% de notas abaixo de 2. Apenas
8,3% dos candidatos tiraram nota igual ou superior a 4.
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QUESTAO 11 Dado o sistema linear homogéneo:

{[cos(&)+sen(&)]x +[2sen(t) ]y
[eos(tt)]x  +[ecos{nt)—senio)] ¥

(|
= o

a) Encontre os valores de @ para os quais esse sistema admite solucdo

ndo-trivial, isto &, solucdo diferente da solucao *=¥ =0
b) Para o valor de @ encontrado no item (a) que esta no intervalo [0. 7/2]
, encontre uma solucdo nao-trivial do sistema.
RESPOSTA ESPERADA
a) (2 pontos)
Para que haja solucao nao trivial, é preciso que

cos(a) + senio 2zen(o
1ot [ €08+ sen(@) @ _,

cos(o) cos(o) — sen(or)
2 2 P
ou seia, cos” (o) —sen” (o) — Zsen(oujcos(o) = 0 Logo,
cos(2a) = sen(2a)
T T i
200=—+km, keZ o=—+k—, keZ

Assim, 4 , ou 8 v .
b) (3 pontos)

T
o=—.

8 Escolhendo x=1 temos

cos(n/8) __ 1
cos(m/8)—sen(n/8) 1-tan(n/8)
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EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
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COMENTARIOS

Pode-se inferir, aqui, que o importante assunto trigonometria, envolvendo, em
particular, relacbes e equacoes trigonométricas, ndo estd sendo devidamente
abordado no Ensino Médio, isto é, esta muito aquém do desejado. Questdo tida
como de dificil resolucéo, apresentou o mais alto indice de notas zero ou provas
em branco, 88,6%, enquanto que apenas 0,2% obtiveram nota maxima.
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QUESTAO 12 O quadrildtero convexo ABCD, cujos lados medem, consecutivamente, 1,
3, 4 e 6 cm, esta inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio R.

a) Calcule o raio R da circunferéncia.

b) Calcule o volume do cone reto cuja base é o circulo de raio R e cuja
altura mede 5 cm.

RESPOSTA ESPERADA
a) (4 pontos)

Considere, no desenho, os dois angulos opostos a e B, temos que o + =
7 pois o quadrilatero é inscrito.

Entdo para a diagonal x temos x = 2R?[1 — cés(2a)] = 4R? sena.. Segundo
a lei do cosseno, temos x> = 10 -6 cos p = 10 + 6 cos «, e analogamente
x? =52 — 48 cos a.

Logo cos o = 7/9 e sen?a. = 1 — 49/81 = 32/81.
Entdo 4R2.(32/81) =10 + 6.(7/9) = 132/9 e 4R? = (132.81)/(9.32) = 297/8,

donde R?=297/32e R = 3\/?5 ~ 3,0465
V32

b) (1 ponto)
O volume V do cone é igual a V = (1/3)r R*h onde h é a altura. Logo

p 1,297, 495
3327 32

EXEMPLO ACIMA DA MEDIA
w A=DB
Pla lu dos eorswos NIV

Td-fee_areem=
.X‘"_ T oy .:us(\w-“\

R\ 2t
b
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37 -\ N .
S ybeeIa r VR F oS el = 3:&9\—3‘7 ~4&
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EXEMPLO ABAIXO DA MEDIA
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COMENTARIOS

Os resultados confirmaram a previsdo da banca elaboradora. Trés entre quatro
vestibulandos obtiveram 0 na questao, e as notas acima de 1 ponto representaram
1% do total. Ressaltamos que o item a foi o mais dificil, e ele ndo trata de geome-
tria espacial. Esse resultado indica que os alunos tém que prestar mais atencao a
geometria plana e mais especificamente as questdes que envolvem aplicacdo de
relacbes métricas, tais como as leis do seno e do cosseno.

Prova comentada de Matematica ¢ Segunda Fase 21



